Triangulos Numeéricos
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O que sao Triangulos Numéricos?
Algoritmo de Construgao dos Triangulos Numéricos
Triangulos Numéricos

Triangulo de Pascal

Triangulo Gama

Triangulo de Pascal com Translacao C; —
Triangulo de Pascal com Translagao Cy — C
Triangulo de Manso: Regras de Construgao
@ Triangulo de Pascal com Fator % para a;; # 1

O que sao Triangulos Numéricos?

Triangulos numéricos sao matrizes triangulares inferiores; toda entrada a;; com j > i
implica em a;; = 0. Tridngulos numéricos tém relevantes aplicagoes em Matematica e
interessantes propriedades. A construcao dos tridngulos numéricos normalmente se da
por uma regra bem definida. Descreveremos seis tridngulos numéricos e um algoritmo de
construcao nao muito usual. Para os tridngulos considerados, discutiremos aplicagoes na
resolucao de problemas e propriedades.

Algoritmo de Construcao dos Triangulos Numéricos

Construcao do Vetor Base Vj
Vi = [bio]

1



Regra de Construcao: Por Recorréncia
a; =1

aij = agi—1,5) X bi—1,0) + agi—1,-1)

Ex:
ao():l
1 a1,0:a070xbo,0+a0,_1:1x2+0:2 a171:a,~,~:1
V=12 s a270:a170Xb170+a17,1:8><5+0:10
3 CL271:G171Xb1,0+a170:1X5+227

11 = Qi = 1 Q29 = Q4 = 1
Qo0 0 0 1 0 0
ao a; 0 =12 10
a0 Q21 G232 10 7 1

Triangulos Numéricos

Triangulo de Pascal (Yang Hui, Khayyam, Tartaglia — Trian-
gulo Aritmético)

Construcao pelos Nameros Binomiais

((9))- 0O 0 0 0 0 0
(g) (i) 0 0 0 0 0
M B B o 0 0 o
0O o 0 o
EEE R
OGO 066 O

Cada valor foi calculado a partir do seu respectivo nimero binomial.

6\ 6 654l
Ex[15) () =-= = =1
x[15] (4) o~ arg P

100 0 0 00
110 0 0 00
121 0 0 00
133 1 0 00
146 4 1 00
151010 5 10
1 6 15 20 [15] 6 1



Construcao por Recorréncia a partir da Regra de Stifel

(Zi) - <Z)+ (k:il)

ago =ai =1 ajj = a@-15) + ai-1,4-1, Vai;F#1

Regra de Stifel:

1 0 00 000
1 1.0 0 000
1 2 1 0 000
1[3/[38] 1 000
1 4 (6] 4 100
1 5 10 10 5 1 0
1 6 15 20 15 6 1

Ex: ayo =a3s+a31 =3+3=6

Construcao por Recorréncia pelo Algoritmo do Vetor Base
Vi=1 Vbi,07 a; =1, Aij = A(i—1,45) X b(z’—l,o) + ai-1,j-1)s Vi

1 10 0 0 000
1 1 1 0 0 000
1 1 2 1 0 000
v, = |1 1 3 3 1 000
1 1[4] [6] 4 1 00
1 1 5 [10] 10 5 1 0
: 1 6 15 20 15 6 1

Ex: 52 = Q42 X b470 + as 3 = 6x1+4=10

Propriedades do Triangulo de Pascal
| |
i—j i i i—j i
> a;-1077 =11 Z(j)-mﬂ:u

j=0 j=0
Exi=3: aso - 103 + asq - ]_02 + as2 - 101 + as sz = 113

1-10°+3-102°+3-10+1=1331 =11°

Exi=6:

0) 1+ () 0 (5 (30 () 0 (9 e 9o

=1x10°4+6x10°+15%x10*+20 x 1034+ 15 x 10°+6 x 10+ 1= 1771561 = 11°



Exi=4: 1+4+6+4+1=16=2*

A soma dos termos de cada diagonal secundaria D; em a;, formam a se-
quéncia de Fibonacci

D1:1:F1, D4:1—|—2:F4

D2:1:F2, D5:1+3+1:F5
D3:1+1:F3, D6:1+4+3:F6

1+v5\  [1-v5)\
2 2
A terceira diagonal principal D3 em ay, formam a sequéncia dos ntiimeros
triangulares

1
F,=1,1,2,3,58,...= —
V5

D3:a270:1:T1, (13’1:3:T2, a4,2:6:T3,...

n(n+1)

T,=1.3.6,10,15,21,... = ——

()= ()

Ex: Q51 = Q54 = 5, Q592 = Q53 = 10

Simetria

@ Regra de Stifel

n+1 n n
re1) = k) T ko % = Gitg) T At

Ex: asp =as2+as1 =10+5=15

O que resolve o Triangulo de Pascal? Cada entrada do Triangulo de Pascal é
um coeficiente do polinémio que representa a expansao binomial de Newton (a + b)*:

w3 (o

J=0

Fixando 1, (;) sao os termos do Triangulo de Pascal. Assim temos:



(a+b)°:(8) 00 —1.1-1=1
1 1
(a+b)1:(0)(11170—}—(1)a0b1:1-a—|—1.b:a+b
2 _ (2 20 2\ 11 2\ 02 _ o 2
(a+0b)" = Oab+ 1ab+ 2ab—a—|—2ab+b
3 _ (3 350 3\ o 3\ va (3 o3 _ 3 2 2 | 13
(a+b)° = Oab—i- 1ab—|— 2ab+ 3ab—a +3a°b + 3ab” + b
4 4 4
430 3 272 3 04
) b + (> b+<2>ab +(3)ab +(4)ab

(a+b)° =

4
b)*
a -+ (0
a + 4ab + 6a%b* + 4ab® + b*
a

o)+ (D)o () s (g s (o (5)7

5+ 5a*b + 10a°b? + 10a%b® + Hab* + b°

ot (o (o (o (o (o (o (o

a® + 6a°b + 15a*b? + 20a°0® + 15a%b* + 6ab® + b°

i
Para (a — )’ = E (—1)?a"b’, teremos os mesmos termos alternando os sinais:
J=0

a—>0"=1
a—bl=a—b
a—">0)?=a%—2ab+1?

(a—1b)
(@ —b)
(a—=b)
(a —b)* = a® — 3a®b + 3ab® — b*
(@ —b)
(a—b)
(a—1b)

w
I

'S

a—0b)* =a* — 4a®b + 6a%V? — 4ab® + b*
a—0)° =a® —5a* + 10a°* — 10a’b® + 5ab* — V°
a—0)% = da% — 6a°b + 15a*b? — 20a°0® + 154" — 6ab® + b°

ot

(=)' = (a+(-b))’
Teorema Multinomial — Expansao para Somas com Mais de Dois Termos

n!
(x1+:v2+~-+xm)":zkl‘k2‘ oy m’flx§2-~-xfn’"

Ondek1+k2+"‘+km—



Coeficiente Multinomial:

n B n!
ki ko, km/)  kilka! - k!

m—i—n—l)

Numero de Termos: ( ]
n J—

Ex: (a+b+c) n=3 m=3.

—1 !
Numero de Termos: $+3 = 0 = 5— =10
3—-1 2 213!

3 3!
1 — —1- 3b0 0
(3 0 o) 3101 0! “ve

3!

(03o>_m_1'“0b360
(005) = ororm = 1o
(2?0):%i()!:?"dzblc0
(201) = arorm =30
[6] (120)2%:3‘%200
(021>:m2—§1!:3aob261
(132)2%:36‘16062
9] (0?2)20!?—52!:3“%102
(171) = i =6

(a+b+c)® =a® + >+ + 3ab + 3a’c + 3ab® 4 3bc* + 3ac® + 3b*c + Gabe



Triangulo Gama: T’
Algoritmo de Construgao via Vetor Base V},
‘/b: (Z-}-l)VbLQ, aii:]_

aij = agi—1,5) X bi—1,0) + ag—1,5-1)

; 1 0 0O 0 0 0 0
5 1 1 O 0 0 0 0
4 2 3 1 0O 0 0 0
V= |5 6 11 6 1 0 0 0
6 24 50 3 10 1 0 0
7 120 274 2925 15 1 ?

720 1764 1624 735 175 21

Ex: 53 = A43 X b470 + Q42 = 10x5+35=50+4+35=85

Propriedades

a;0 = 7!
Ex: Q4,0 = 24 = 4!

)

> (—1)ai; =0

Jj=0

Exi=5 120—-274+225-8+15—-1=0

A segunda diagonal principal D; em a;, formam a sequéncia dos nimeros
triangulares

DQICLLO:l:Tl, a2,1:3:T2, (13,2:6:T3,...

|
i
Z A5 = 7!
j=0

Exi=4: 64+114+6+1=24=4!



O que resolve o Tridngulo Gama I'? Cada entrada do Tridngulo Gama é um
coeficiente do polindmio que expressa o fatorial crescente de base (n + 1)% ou decrescente
de base (n — 1)k, Os fatoriais decrescentes sdo utilizados para se obter o termo geral de
progressoes aritméticas de ordem k£ > 1, onde devem ser conhecidos os k£ + 1 primeiros
termos. Assim, temos:

PAkI
Fogoo
anzaﬁrzzﬂA H(H—J)
=1 7j=1
Ex k=2 {
an:al—i-A(n—1)+§A2(n—1)(n—2)
Ex k=3

O Triangulo Gama I' nos da os coeficientes do polindbmio dos fatoriais decrescentes, da
direita para a esquerda e com sinais alternados, iniciando com sinal positivo.

i

k1 m (n—1)*=P(n) = Z(_l)kaz‘,zek n'~*

1 11 (n—1)
2 2 3 1 n-3n+2=(Mn-1)(n-2)
36 11 6 1 nP—6n*+1ln—6=(n—1)(n—2)(n—3)

A°: Diferencas Finitas

A:ag—al
A2:(a3—a2)—(a2—a1)

A* = [(as — a3) — (a3 — az)] — [(a3 — az) — (a2 — a1)]

Assim, temos:
PAy: a,=a1+A(n—1)
1
PAy:  ap, =a; +A(n — 1)—|—§A2(n— 1)(n—2)
Lo 2
:a1+§A (n® —3n+2)
PAgi

Gy = a1+ Aln—1) + %AQ(n C1)(n—-2)+ %A?»(n —1)(n—2)(n—3)



1 1
+§A2(n2 —3n+2)+ EA?’(n3 — 6n®+ 11n — 6)

PA4I
ap=a; +A(n—1)+ %A2(n —1(n—-2)+ éAB'(n —1)(n—2)(n—3)

L 4
—i-ﬂA (n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

1 1 1
+§A2(n2 —3n+2)+ 6A3(n3 —6n? + 11n — 6) + ﬂA‘*(n4 — 10n® + 35n% — 50n + 24)

PA52

anp =a;+A(n—1)+ %A2(n —1(n-2)+ éA3(n —1)(n—2)(n—3)

LA = 1) = 2)(n = 3)(n — 4)(n — 5)

L 4
t5g A = 1)(n =2)(n = 3)(n —4) + 155

1 1
5A2(n2 —3n+2)+ 6A?*(n3 —6n* + 11n — 6)

1 1
—I—ﬂ(n4 — 10n® + 35n% — 50n + 24) + mw — 15n* + 85n® — 225n% + 274n — 120)

Os valores entre colchetes mostram o polindomio do fatorial de base (n—1)% com coeficientes
dados pelas linhas do Triangulo Gama I'.

Ex: Vamos construir uma sequéncia com estrutura PA3z e encontrar o termo geral a,,.
Termos conhecidos: a1, as, as, ay.

A? =9 (constante), PAj

A>=4 A=3
14 11 31 -+ a,
, 3 7 20
fin - 4 13
9
Triangulo Gama I':
1 (n—10=1 A=3
11 (n—1)'=1n—1 A? =4
231 (n—12=1n*>—-3n+2 A3 =9 (constante)
61161 (n—1)°=1n%—-6n>+11n—6
1 Lo 2, 1.3 3
an—al—i-FA(n—l)—i-gA (n—1) +§A (n—1)

1 1
:1+3(n—1)—|—§-4(n2—3n+2)+6~9(n3—6n2+11n—6)

3 33
an:1+3n—3+2n2—6n+4+§n3—9n2+?n—Q



3 27
an:§n3—7n2+?n—7
3 . 27
a4:5.43_7.424-?-4—7:96—112+54—7:31 v

Para as trés primeiras linhas do Triangulo Gama I', temos:

1 n
11 n?+n
231 2n°+3n%+n
- 1-n
lel+1+l+~~+1:T:n
i=1 '
- n2+1 2 1
Zi:1+2+3+...+n: n;—n:n;—n:n(n;— >:T(n)

i=1

_2n3—|—3n2—|—1-n o2 +3n°+n

3! N 6

D P =144494+n
=1
Ex n =6:
2.6°+3-6°+1-6 432+ 108+6 546

12422432 4+42 452462 = — =91
+2° 43 +4°+5° + G G G

Triangulo de Pascal com Translacao C; — ()
(C: coluna)

Translagdo C1—Cp

Triangulo de Pascal > Triangulo resultante:

10 0 0 0 0O

1 0 0 0 00
110 0 0 0O

21 0 0 00
121 0 0 0O

33 1 0 00
13 3 1 0 00—

4 6 4 1 00
14 6 4 1 00

5 10 10 5 1 0
1510 10 5 1 0 6 15 20 15 6 1
1 6 15 20 15 6 1

Co Ch

O que resolve o Tridngulo de Pascal com Translacao C; — Cy?

Cada entrada do Triangulo de Pascal com Translacao C; — Cy é um coeficiente do
polinémio que calcula a diferenca de poténcias entre ntumeros naturais consecutivos: (n -+
1)* — nk. Assim, temos:

n+1)—=nt=1-n"=1
(n+1)?*—n*=2n+1
(n+17°—n*=3n*+3n+1

10



(n+1)*—n*=4n+6n* +4n +1
(n+1)° —n® =5n* + 10n® + 10n* + 5n + 1
(n+1)% —nb = 6n° + 150" + 200> + 150 + 6n + 1

Exn=13k=5:

145—13° = 5:13*4+10-13%4+10-13%4+5-13+1 = 142805+21970+1690+65+1 = 166531 = 537824—371293

n

Por recorréncia, pode-se calcular E k' =5;.

k=1
n

VEi€EN, Sp=>» 1=n.

k=1

(k+17 -k =mn+1Y~-1, VjeN
Aplicando o operador ¥ dos dois lados da equagao tem-se:

n n

2 [tk )7 ’“2—22“21 STlh+1? K] =(m+1)7° -1

k=1 k=1

(n+1?—-1=25+n

Si=> k=1+243+--+n=

k=1

n*+2n+1—-1-n n’*+n
2 2

n

> [(k+1)° — k] —3Zk2+32k+21

k=1
(n—|—1) —1:382+3SI+SO

1

5222k2:§[(n+1)3—1—351—50]

k=1

1 2
:—[n3+3n2+3n+1—1—3.” +”—n}

3 2

1
Sy = E(Zn + 3n? +n)

n

(k+1)* k4—4 k3+6 k:2+4 k:+ 1
[
k=1

n2+n

k=1

1
(n+1)4—1=453+6{g<2n3+3n2+n)]+4- +n

A +6n 4+ 4An+1—-1=4S;+20° +3n°+n+2n>+2n+n
45 =n* + 42 +6n2 +4n —2n° —3n> —n—2n2> —2n—n=n*+2n® +n?

11



5 _ (n? +2n+1) n*(n+1)?*  (nn+1) 2_ )

Portanto, o Triémgulo de Pascal com Translacio C; — Cj resolve (n + 1)¥ — n* e, por

recorréncia, S; = E k', k,i € N.

k=1

Triangulo de Pascal com Translagao C; — ()

(C: coluna)
100 0 0 00
110 0 0 00 1 0 0 00
121 0 000 ) 31 000
133 1 0 0 0fZesha@o®aO |6 4 1 00
146 4 1 00 10 10 5 1 0
1510 10 5 1 0 15 20 15 6 1
16 15 20 15 6 1

Co Cp C
———

Como os nimeros triangulares sdo numeros binomiais 7'(n)

(£57) e
B 00 OO0 0000 HELEE

O que resolve o Triangulo de Pascal com Translagao Cy; — Cj?

Assim como na Translagao C; — Cj, calcula a diferenga de poténcias entre nimeros
n

naturais consecutivos e, por recorréncia, E k', VEk,i € N.

k=1
Para esse triangulo a identidade é:

(a+1)"=a"+na""! + (Z)
=2

Cada linha do tridngulo nos da os coeficientes em ( )
k=2
Exa=6,n=4:

4 4 4
7 = 6*+4-63+ (2) -62+(3> 64 ( 4) 6 = 6*+4-634+6-62+4-6+1 = 1296+864+216+24+1 = 2401 = 7*

12



Triangulo de Manso
Regras de Construcao

Gio = 1!
1
9i,1=§(i+1)!
1
9z‘,e=§g(i—1,1)'Tz‘
g; =0Vji=2w+1 w>0
1 .
gijzﬁg(i—l,j)'Ti; Vi=2w, w>0
)
2

6] gii= Z(_l)j+1gij (T & um namero triangular)
=0

Construcao do Tridngulo de Manso
Entradas g; ;:

T; |1 Entradas g; ;

0 [0] 1

1 (1)1 1

31212 3 1

6 |3/ 6 12 6 0
10(4|24 60 40 0 —4
15| 5120 360 0 —60 0
21| 6| 720

300:%-60-15:¥ Regra [3]

Propriedades

—1)'gii :
By = (,i, By, Ntmeros de Bernoulli
(e+ 1)

2] |
7=0

13



9io = 2 X gi-1,0)

O que resolve o Tridngulo de Manso?
Cada entrada do Triangulo de Manso aplicado & Férmula de Manso nos da um coeficiente

do polinémio que calcula Z k.
k=1

Formula de Manso

no 1 : L
kl = — g n7‘+1_3
g ; I E ij
— (1+1)! =

Exi=3 n=6:
6 1 3
3_13 .03, 93 43 1 r3 . @3 _ i
SR =18 1243445046 —(3+1)!ngan g
k=1 7=0
1 1, 1., 1
:a(6n4+12n3+6n2)ZZTL4+§7’L3+ZRQ
2
_ nA +QZ3 4+ 2 _ n2(n4+ 1)? _ (n(n2+ 1)) — T2 =72 =212 = 441

Z k' pela Férmula de Faulhaber e os Niimeros de Bernoulli: By
k=1

Ntumeros de Bernoulli: calculados por recorréncia

a 1
By =1, Z(”Z )Bk:O

k=0

14



Formula de Faulhaber

. 1 < 1
Zip - 1 (—1)F (pz )Bk -pP Tk
=1 p+ k=0
Exp=3,n=0:
4 4 4 4
0 1 2 3
B():]_; Blz—%, BQZ%, BgZO

6
1
DEESSLNE ANE. RIVCHRE. RN Z(l-l-n4+(—1)-4-(—%)-n3+6-%-n2+(—1)-4-0-n>
=1

(

6] Triangulo de Pascal com Fator % para a;; # 1

n(n +
2

n*(n+1)*
] —

1 1))?
Z(n4—|—2n3+n2) ) :T3:T§=212=441

Triangulo de Pascal original — Triangulo com Fator %:

100 0 0 00O 100 0 000
110 0 000 110 0 000
121 0 000 111 0 000
133 1 000f—|12 2 1 000
146 4 1 00 123 2 100
1510 10 5 10 125 5 2 10
16 1520 15 6 1 13 2 10 2 31

O que resolve o Tridngulo de Pascal com Fator % para a;; # 17

Considerando apenas as entradas do Triangulo de Pascal afetadas pelo fator %, resolve a
equagao (i + 1)* —i* = 2a; + 1 onde cada entrada é o coeficiente do polinémio a; dado

k—1
por Zaij i*=1+v Entdo, temos:
w=0
k’ 0: CL,'_—%
k=1: a;=%"=0
k= a=3i=1
= a; =3+ 340
k= a; = 2i° + 3i* 4+ 2i
k= a; = 2i* +5i° + 5% + 24
k a; = 3i° + it +108° + P 4% 4 3i
Exi=6,k=3:
7 63—2(g~62+§-6)+1:2(54+9)+1:108+19:127:343—216

15



