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Ty = (1,3,6,10,15,21,...,@,...) PA,

T(3) =6 — Triangulo equilatero; nimero de pontos por lado: 3; nimero total de
pontos: 6.
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O que sao os numeros triangulares?
Dado um n € N, como saber se n ¢ um nimero triangular?

Identidades notaveis dos nimeros triangulares.

O que sao os ntmeros triangulares

Seja f uma fungao polinomial de grau 2, f : R — R dada por

1, 1
)= -2+ -,
tendo como grafico uma parabola com concavidade para cima (a = % > 0) e ponto de

minimo V (z,, f(z,)).



dz 2
1 11 1 1
f(=3) 25(—%)2+§(—%) =517 1-"%
V(=3 =)

Segundo a Regra de Sinais de Descartes, f(x) = 0 e f(—x) = 1, temos uma raiz
negativa e uma raiz igual a zero:

1 1 1 1
§x2+§x:() — x(§x+§)—0 = =R, =0

1 1
— §$+§:0 — r=Ry=-1

O grafico da fungao é simétrico em relagao a reta vertical z = —% (z,). Portanto, para
cada elemento da imagem da funcdo temos dois elementos distintos do dominio (fungao
nao injetiva), de forma que f(z) = f(—z — 1), Vo € D(f).

Ex: =3 = f(3) = f(—4)

1 1 9 3 12
f3)=5 8+53=5+5=5=6
1 1
J=4) =5 (-4 + 5(-4) =8 -2 =
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Figura 1: Grafico da Parabola f(z) = 12 + 3z ¢ sua Reta de Simetria z = —3

Pode-se restringir o dominio da fun¢ao ao conjunto dos nimeros inteiros: f :Z — 7Z,

f(z)=f(=2—=1); f(0)=f(-1)=0



Para todos os outros valores do dominio, f(z) > 0.

1 1
f(z) = 522 + 2%

Pode-se ainda restringir o dominio da fungao ao conjunto dos nimeros naturais f : N — N,

f(n) >0,Vn eN.

1 1
f(n)==n*+Zn
2 2
Foi nesse dominio que, historicamente, definiram-se os ntimeros triangulares (nimeros

n(n+1)

figurados), com a notagao T'(n) = . A escolha dos termos nimeros triangulares,

nimeros figurados, é porque para qualquer n € N, T'(n) representa o total de pontos de
um tridngulo equilatero de lado formado por n pontos.
Pode-se também descrever os ntimeros triangulares 7'(n) como as somas parciais dos

numeros naturais:
n

T(n)=>» i=1+2+3+-+n
=1
6x7
2

Do ponto de vista de uma sequéncia numérica, os nimeros triangulares constituem
uma PA de segunda ordem com termo geral 7}, dado por:

T An-1) A*’(n—1)(n—2)
TR 2!

COHIAITQ—leg—l:Q, AQI(T3—T2)—(T2—T1>:(6—3)—<3—1>:3—2:1
Entao:

Ex: T(6)=14+2+3+4+5+6= =21

T,

1 1 1
Tn:1+2n—2+§(n2—3n+2):§n2—|—§n

2 2

Pode-se ainda definir os niimeros triangulares como nimeros binomiais dado por:

Tnz(”gl):@i):%

1 1
T, = (1,3,6, 10,15,21,...,=n*+ —n)

7 7! 7-6-51
Ex: Tg = = = =21
X e (2) o151 ~ 2.5
Portanto, os nimeros triangulares sao:
1 1 1
f:N—>N,f(n):§n2+§n T(n):@

T(n)=Zi:1+2+3+...+n

i=1
1

3| PAy: T, = an +-n
2 2

n+1 (n+1)!
T”:( 2 ):2!(n—1)!



Dado um n € N, como saber se n € um niimero trian-
gular?

Pode-se efetuar dois testes para determinar se um dado n € N é um ndmero triangular.
O primeiro teste serve para descartar n como triangular, mas ele nao é conclusivo para
afirmar se n é triangular; o que iré fazer isso, de forma conclusiva, sera o segundo teste.

Teste 1: T, = 2 (mod 3). Como nao existe nimero triangular que seja congruente a
2 mod 3, se n for positivo para esse teste, pode-se descarta-lo. Se o teste for negativo, é
necessario efetuar o segundo teste.

z—1

Teste 2: (8n+1)Y/2 = 2 € Z; se o teste for positivo, n seré o -ésimo triangular.

Ex: n = 17. Teste 1: 17 =2 (mod 3), logo 17 nao é um namero triangular (conclu-
sivo).
Ex: n = 28. Teste 1: 28 = 1 (mod 3) (ndo conclusivo); Teste 2: /8 x 28 +1 =

15 -1
V225 =15 € Z; — = 7; logo 28 é o sétimo numero triangular, 7'(7) = 28.

Identidades notaveis dos niimeros triangulares

Da paridade dos ntimeros triangulares

Sen=1 (mod 4) oun=2 (mod 4) = T'(n) ¢ impar.
Sen =3 (mod 4) oun=0 (mod 4) = T(n) é par.

Ex: T, =28; 7=3 (mod 4), ... T; = 28 par.
Ex: T13=91; 13=1 (mod 4), .". T13 = 91 impar.
Da divisibilidade dos ntimeros triangulares por 3
Sen =2 (mod 3) oun=0 (mod 3) = 3| T(n).
Ex: n=6;6=0 (mod 3) = 3| Tg; 3| 21.
Ex: n=14; 14 =2 (mod 3) = 3| T14; 3| 105.
Numeros primos e nimeros triangulares
Existe um tnico namero primo par P(1) = 2. Do mesmo modo existe um tnico nimero
primo triangular 7'(2) = 3.
Numeros perfeitos e nimeros triangulares

Todo ntimero perfeito conhecido (ntimero perfeito par) é niamero triangular.

Ex: Ty = 6. SD(6): 1 +2+3=6.
Ex: T; =28. SD(28): 1+2+4+7+14=28.

(T + This) — (Tns1 + Thio) =2 VYVneN
Ex: n=6: (Ts+Ty) — (Tr + Tg) = 2; (21 +45) — (28 +36) = 66 — 64 = 2.

4



6] T, +Thy1=(n+1)?* VneN
A soma de dois triangulares consecutivos é sempre um quadrado perfeito.

Ex: Ty + T, = 4% 6+ 10 = 16 = 4%
Ex: T10 +T11 = 112; 55 4+ 66 = 121 = 112

Identidade de Nicomaco: a soma dos cubos dos naturais de 1
até n é igual ao quadrado de 7'(n)

Zis = (Tn)2
=1
Ex: n=06: 13423 +3%+43 4+ 5%+ 6% = (T)? = 21% = 441.

T2 -T2 | =n?: a diferenga de quadrados de triangulares conse-
cutivos é igual ao cubo de n
Ex: Ty =21, Ts = 15; T2 — T2 = 63; 441 — 225 = 216 = 6°.

9] T2 + 17 1 = Tiny1)2: @ soma de quadrados de triangulares conse-
cutivos é o triangular de indice (n + 1)?

169 x 170
Ex: Tio = 78, Tig = 91; T2 + T2 = Ty = Tigo: 782+ 91% = + — 14365.
Se n =1 (mod 3), entao 3 nao divide 7,
Ex: n=4=1 (mod 3); Ty = 10 e 3 1 10.
T, X Tn—|—1 + Tn+1 X Tn+2 - Tn2+3n+2
Ex: n=11: Tn X T12 + T12 X T13 = T156;
156 x 157
66 x 78+ 78 x 91 = +; 5148 + 7098 = 12246.

T(n—H) X T(n+3) divide T;, x T(n+2) X T(n_|_4) VneN

T T Toen L,

Tins1) - Tings)

Tg X T10 X T12

Ex: n=28:
xn TgXTH

1
=5 - 8(8+5);

36 x 55 x 78 8 x 13 154440_104_52
45x66 2 7 270 2 7




T5, divide o produto 75,1 -27T,, n # 0

T2n+1 : 2Tn 2
2l 4Sn 1
T (n+1)
T15 : 2T7 120 x 2 x 28
Exin=7 — "1 =82 """ """ 64,
xn Tha 105

Identidade de Fermat—Gauss: todo niimero natural pode ser
escrito como a soma de no maximo trés niimeros triangulares, in-
cluindo 7'(0) = 0 e a possibilidade de parcelas repetidas

n=A4+A+A ondené&NeA éum namero triangular.

Ex:n=4T47=Ty+T1+T, =45+1+ 1.

Se n =2 (mod 3), entao n nao é um ntmero triangular

Ex: n=5=2 (mod 3); 5 ndo ¢ um namero triangular.

A sequéncia dos ntimeros triangulares constitui a terceira dia-
gonal do Triangulo de Pascal

o= (0 50) = () 6) Q) G) G () = e =ram .

Para todo ntimero triangular, 87(n)+1 é um quadrado perfeito.
8T, +1=(2n+1)?

Ex: n=13,T,=91; 8 x 91 + 1 = 729 = 272

Numeros triangulares e analise combinatéria

Em analise combinatéria os niimeros triangulares expressam o nimero de maneiras que
podemos escolher 2 objetos em um conjunto com 2 ou mais objetos.

T(n) = Csnz = (n N 1) _(n+ DY

2 ) 2A(m—1)

Ex: T(4) = 10 ¢ o ntmero de maneiras que podemos escolher 2 objetos em um
conjunto com 5 objetos. Sejam os objetos A, B,C, D, E:

(A, B),(A,C),(A,D),(AE) — 4 (B,C),(B,D),(B,E) —3

(C,D),(C,E) —2 (D,E) =1
Portanto, 4 +3+2+1=10=T(4).



Tup-1y=2n(2n—1) VneN
Ex: n=8; T3 =496 = 16 x 31.
Tion-1) = n(2n — 1); Top) = n(2n + 1)

n e T'(n) terao a mesma paridade.

Ex:n=" Ti3=7x13=91; Ty, =7 x 15 = 105.
Ex: n=12: Ty = 12 x 23 = 276; Ty, = 12 x 25 = 300.

Se T(n) é o primeiro termo de uma PA de razao 1, entao a

1
soma dos n + 1 termos é dada por S, ) = i(n?’ + 3n? + 2n)

Ex: T'(4) = 10. PA com 5 termos: 10,11,12,13, 14.

1 1
S5 =10+ 11412+ 13414 = S(4°+ 3 4° +2-4) = 5(120) = 0.

Tonts) + 2T (2nta) + 28041 + 1= (n+ 3)°

Ex: Paran =5, T(5) = 15. PA: (15,16,17, 18,19, 20, 21).

1 1.
Sui1 = 5(n® 430 + 2n) = 5(5° +3-5° +2-5) = 105

Tis+2-Tiu+2x1054+1=8% 91+210+210+1 = 512.

Se n é impar, 7, divide n!; se n é par e n + 1 é um ntmero

composto, T, divide n!. Se n é par e n + 1 € um ntimero primo, 7,
e n! . 2 _
nao dividen!e — =7+ ——,j€Z

T, n—+1
3 6
Ex:n=3"T3=6: —=—-=1.
o o 6 6 8! 40320
Ex: n= 1= to, Tg = 36: — = ——— = 1120.
x:n=28 n+ 9 composto, Ty 33 3624 36 ; 0
Ex:n=14 1= i T, =10 — = — =2+ —.
X: n , o+ 5 primo, T} 0 10~ 10 —1—5
- .. T, n+1 -
[24] Se n é impar, entao n divide 7, e — = 5 ; se n é par, entao
n
. . 2T, +n n—+2
2n divide 27, +n e — =
2n 2

T3 6
Ex:n=23 —=_=2
XN 3 3

276+ 6 48
Ex: n= = — =

12 12



Ntmeros triangulares e determinantes de matrizes de ordem 2

n T,

nilok 7, |=EFD T YnkeN

detA:‘

Ex: n=9 k=3

9 Ty\ 9 45\ B _ _
det (7 T10> = det (7 55) =495 — 315 =180 = 4 x 45.

Numeros triangulares e determinantes de matrizes de ordem 3

n n—+1 n—+2
detA: Tn TTL+1 Tn+2 :k Vn,k E N
n+k n+k+1 n+k+2

Ex: n=4,k=5:

4 5 6

2

det [ 10 15 21 | =det (i% _Qilo)zzozszk.
9 10 11

Tony + Tonto) +2n+1=(2n+2)> VneN

Ex: n = 13: Tyg + Tog + 27 = 282; 351 + 406 + 27 = 784 = 282

Tisn+1) + Tins2) — Tiany2y = (R +1)>  VneN

Ex: n=12: T37 + ng - T50 = 132; 703 4+ 741 — 1275 = 169 = 132

T(2n—1) + T(2n+1) + 2n = (2” + 1)2 Vn - N

Ex: n=7: T3+ Ti5+ 14 = 15% 91 + 120 + 14 = 225 = 15%

B(T2+72,,) +1]"* —1

30

30, >

Ex:n=21T,=3, T35 =6:
B32+6)+ 1" -1 B 45+1-1 B61—-1 19-1

2 2 2 2

=(n+1)? VneN

9=3"=(n+1)%.

Sejam T,, T, e T, ntiimeros triangulares. Fixando a = 2, por
recorréncia encontra-se os valores de b que satisfacam a equacao
T, x Ty, ="1T.

by = 1: solucao trivial Ty, x T} = T5.
by = 5: solu¢do nao trivial Ty x T5 = Ty. Por recorréncia: by = 5 x (5 — 1)/1 = 20;
by =20 x 19/5 = 76.

Ty X Tog = T35; To X Tr = Ti32.



Numeros triangulares e poténcias de 2
T(Q"—l) + Tzn = 22n Vn eN

Ex: n =7 Tior + Tios = 2™; 8128 + 8256 = 16384 = 2™,
Ton1-(2n—1)=n(2n—-1?2 VneN

Ex: n=9: Ti7 x 17=9 x 17%; 153 x 17 = 9 x 289 = 2601.

n n—2
Z T(n2—n—1+i) == Z T(n2+z') Vn Z 2
1=0 1=0

Ex: n=6: Tog + Ts0 + T31 + T30 + T33 + T34 + T35 = T3 + T57 + T3 + T59 + Ty

= 435 + 465 + 496 + 528 + 561 + 595 + 630 = 666 + 703 + 741 + 780 + 820 = 3710.

1 3 2
T, + (Tn+1)2 + 1o = (5712 + in + 2) VneN

Ex: n=15: Tys + T% + Ti7 = (5 - 152+ 3 .15 4 2)°

120 4 18496 4 153 = (112,5 4 22,5 + 2)2 = 1372 = 18769.

Tty X Tinsa) = Tn X Tinay + 1= (n+2)*  ¥YneN

Ex:n=4 TsxTsg—Tyx Ty +1=06%15x21 —10 x 28 + 1 = 315 — 280 + 1 = 36.

T(Qn_l) + (2n — 1) + T(2n+2) + (2n + 2) = (2n + 2)2

Ex: n=13: Tos + 25 + Thg + 28 = 282; 325 + 25 + 406 + 28 = 784 = 282
1
T(n) = D) [(4n+3)?+ (4n+4)? — (4n+5)?] VneN

1 1
Ex: n=T: T(7) = 53 (31” +32° - 33) = 55(806) = 28 = T,

T
on — 1 divide Top_1; —2—~ =n VneN
2n — 1
cpoqp m_ 231 L,
Ex: n=11: 51 = 31 =11 =n.



TQn

140] 2n + 1 divide Thy; a1 " VneN
2n + 1 divide a soma (7T, + T5,11); TQZ:—_{?{LH =2n+1
Be 10, ot T, 2104231 441

21 7 21 21
Ty X Ty X Tingay = (Tnp1 — 1) x T2, Vn €N
Ex: n=06 Ty x Ty x Ty = (T — 1) x T?;
21 x 28 x 36 = 27 x 28% 21168 = 27 x 784,
Tg + T(2n+1) = T(Tn+Tn+1) VneN
Ex: n=29: Ty + Ta = Too; 435% + 4652 = 405450 = 189225 + 216225.

T+ (2n+1)?=Tguy VYneN

Ex: n=13: T13 + 272 = T40; 91 + 729 = 820 = T40.

T, [1 1.1?
45| Se n = k?, entao — = {§k3+§k] VkeN
n

Ex: k=13, n = 13% = 169:

Too 1 ue Loa]" L, 1" o5 =

160 — {2 13 +2 13] = {2 2197 + 21 = 1105" = 1221025.
1

g[(n+1)3—n3—|—(n+1)2—n2—|—T(n+1)—Tn]:(n+1)2

1
Ex: n =3 (6427416 -9+ 10 - 6) = 4*

n
2

3 _
Tn:n _

N
o Vne

16 — 16 4080
2x16—2 30

Ex: n=16: T16 = = 136.

10

VneN

VneN



2n—1

15,1 = Z(—l)i_l -2 Vn eN

1=1

Ex: n =5 Ty = 12—224+3°—4?452—6*+7>—8%+9? = 1-44+9—-16+25—36+49—64+81 =
45 = Tg.

n+k—1

> = (Twsiy) = (Tuey)” YnkeN

Ex:n=3k=T3+483+55+63+7+8+9=TF T
27 + 64 + 125 + 216 + 343 + 512 4+ 729 = 452 — 3% = 2016.

Tn + (Tn+1)2 + Tn+2 = (Tn+1 + 1)2 VneN
Ex: n=18: T18 + T129 + T20 = <T19 -+ 1)2,
171 + 36100 + 210 = 191% = 36481.
TF — 7' =TkYT, —1) Vn,keN
Ex:n=06k=3 T3 —T¢ =Tz (Ts — 1);
21° — 217 = 21%(21 — 1) = 9261 — 441 = 8820 = 441 x 20.
Ty 1 X Ty, +n%=(2n%)? VneN

Ex: n =5 Ty x Ty + 5% = 50%; 45 x 55 + 25 = 2500 = 50%.

2,2
n*(n°—1
53 T x Ty = 201 wnen
212(212 — 1 441 x 440
Ex: n =21 Ty x Ty = 2 =1 931 010 = + — 48510.

Numeros triangulares e a soma de naturais consecutivos para
todo n, k naturais

Ntmero de parcelas: n; Primeiro termo da soma: a; = n(k—1)+1; Soma = T,,+n*(k—1).

Ex:n=7 k=4 a,=n(k—1)+1=7x3+1=22. Namero de parcelas =n = 7.
Soma = T7 + 7% x 3 = 28 + 147 = 175; 22 4+ 23 + 24 + 25 + 26 4 27 + 28 = 175.

Ty,
55 (n+ 1) divide Thyi1; 2++i:2n—|—1 VneN
n

T3 91
Ex: n=6: — =13; — = 13.
X:n 7 3 7

11



2 T
56] ~ =1+ Y ypeN

T, T,
64 28
03
57 —=2(n—1)+—=— VneEN
n n
27 3
Tox—1 Ty,
58 = k: =k VkeN
2k:—1 " 2%k +1
1. st _ 703 o T TAL
Ex: k=10 o2 = o = 10; 58 = 2 = 19,

Numeros triangulares e PA com n termos, razao n, a; = 1,,

soma = n’, termo central igual a n?, n impar

Ex: n =13, Ti3 = 91: 91+ 104+ 117 + 130 + 143 + 156 +[ 169 ]+ 182 + 195 + 208 + 221 +
234 4 247 = 2197 = 133,

[Tgnfl + T2n+1]_1 (mod 15, + T2(n—|—1)) =n+1 VneN

Ex: n=3: (T5 + T7)™' (mod Ts + Tg); (43)™! (mod 57) =4-43 =1 (mod 57); 172 =1
(mod 57).

8 divide T, 41y - Tiny2) — Tn - Tins)
Tty  Tnv2) — Tn - Tnss)

n impar: 3 = Tlnt1))2
T Ths — T T
Ex: n—21; -2 12 5 2 Thi;
253 x 276 — 231 x 300 588
a 8 X - ? - 66 - Tll-

(Tn + Tn+2)(Tn+1) - T(n+1)(n+2) VneN

Ex: n=6: (T(; + Tg) : T7 = T7><8; (21 + 36) -28 = T56; 1596 = T56.

Se n é par, T, + T,,1 =1 (mod 4); se n & impar, T, + T,,1 =0
(mod 4)

Ex:n="7 Ty+ Ty =28+36=064=0 (mod 4).
Ex: n=12: T12+T13:78+91: 169=1 (mod 4)

12



Tin
lim —HY)
n—oo 1,
Tioor 501501

Ex: n = 1000: =
X n Tiooo 500500

~ 1,002.

1
(n;_ )TQn_Tn:n3+n23 n impar; g'T2n+1_Tn:n3+n25 n

par

Ex: n=5:3-T—Ts=5+5%3-55—15= 125+ 25 = 150.
Ex: n=14: 7 Ty — Ty = 143 + 142; 7 - 435 — 105 = 2744 + 196 = 2940.

Numeros triangulares quadrados perfeitos 7Q(n). Para n = 1:
Ty = 1. Para n =8: Ty = 36. Para n > 2, por recorréncia:

TQ(n) = [TQ(”TH) — TQ(”T_l)]Q, n impar
1Q(?) ~TQ(*)]’

TQ(n) = T00) , T par
TQ(3) = (36 —1)* = 35% = 1225 = T}y
TQ(4) = % = 41616 = Thgg

Participagao: Ricardo Silva. Website: www.osfantasticosnumerosprimos.com.br

Somas parciais de niimeros triangulares consecutivos. 7,,: pri-
meiro termo da soma; k: ntimero de termos a serem somados

1
S(k, Tp,) = G [3km® + 3km + (k — 1)* 4+ 3(k — 1)* + 2(k — 1)]
Ex: k=6, m =11, T}; = 66:

S(6, Th1) =66 + 78 + 91 + 105+ 120 + 136 =

1 1
(3 6 12143 % 36 x 114125 + 75 + 10) = <(3596) = 596.

Ntuimeros triangulares e ternos pitagoéricos
@m —1°+ 4T )]’ = [ATpn1) +1]> ¥YmeN
Ex: m = 13: 252 + (4 x 78)% = (4 x 78 + 1)?;

252 4+ 3122 = 3132,

13


www.osfantasticosnumerosprimos.com.br

Ex: m=5Ts+Tr = (Ts + 1) — T¢;

15 + 28 = 227 — 21% = 43.
A soma dos naturais entre dois triangulares consecutivos é

1
dada por §(m3 + 2m? 4+ m)
Ex: m = 8; Ty = 36; Ty = 45. Soma = 37 + 38 + 39 + 40 + 41 + 42 + 43 + 44
1
= 5(83+2-82+8) = 324.

Se T'(n) € um namero triangular, 97(n)+1 também é um nimero
triangular

Ex: n=18; T1s = 171; 171 x 9+ 1 = 1540 = T}5.

T, - T, € um quadrado perfeito para b = (2a +1)* — 1

Ex: a=7,0=15%—1=224; T; - Thoy = 28 x 25200 = 705600 = 8402.
Por Steve Homewood. Website: www.shyamsundergupta.com.

=1 = 2 = /1 1
B 5= =22 (3 ) =200 =

n=1

~J
E

Numeros triangulares quadrados perfeitos — féormula fechada

((3 +2v2)" — (3 - 2@)")2

TQ(n) = 2

Ex: TQ(3) =

((3 +2v2)3 — (3—2v/2)3

2
= 352 = 1225.
4/2 >

- 4-T3—T?
Zif’:% VneN
1=1

AT3 — T2
3

4% 9261 — 441 _ 36603
— 1432+ 243 + 1024 + 3125 + 7776 = —= : T = 12201,

Ex: n=06:1"+2"+3° 44 +5° 4+ 6° =

14



T, ]T,+1; ] sinal de concatenacao para V71 (n) dado pelas somas
consecutivas em /[,

llzl 3 2 6 4 ln:5><ln—1
lo=5 15 10 30 20
l3=25 75 50 150 100

Portanto, a propriedade vale para T(2): 2+1 = T'(3); 3+3 = T(6); 6+2 = T'(8);
8+6 = T(14); 14+4 = T(18); 18+5 = T(23); 23+15 = T(38); ...

Ex: T(gg) } T(24); T24 divide T23 ] T24.
2
Ths = 276; Thy = 300; 300 | 276300;

—1\?
T(n)+T(n+k—1)—<kT)] Vn,k €N, k im-

1
T[k+22n71] = 5

par

Ex:n=13, k=T:

1 1 1
Tig = 5 (Tus + Tig = 9) = 5(91 + 190 — 9) = 7(272) = 136

det <T(n+4) T(n+3)> ~ det <T(n+3) T(n+2)) — 6Ty VYneN

T(n+1) T(n—|—2) Tn T(n-I-l)
Ex: n=13:
Ty Tie T Tis
¢ (T14 T15) ¢ <T13 T14> 15
153 136 136 120
det (105 120) — det (91 105) = 4080 — 3360 = 720 = 6 x 120

(T +Tpi1)(Tpy1 —Tp) = (n+1) VneN
Ex: n = 16:
(The + Th7)(Tyr — Tig) = 17%; (136 + 153)(153 — 136) = 289 x 17 = 4913 = 17°

Tiy + Tiwsny = [Tiwsyy +1]° = (Tlar)” ¥neN

Ex: n=6:

To+Ts = (Th +1)> = T2; 21 +36 =29% — 28* = 841 — 784 = 57
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Ex: n=17:
T33 =17 x 33 =561; T3, =17 x 35 =595

1
T3 -T2 = 3 [n*(n+1)*(n—1)(n+2)] VneN
Ex:n="T:

1 1
T —T? = 3 [72-8%-6-9] = 5(169344) = 21168 = 21952 — 784

(n + 2) divide T2 — T2, n impar

Ex: n=11: 13 divide 7%, — T}:

66° — 66> 287496 — 4356 283140

=21
13 13 13 780

2\ 2 2
TnXTn—lz (n_> —<ﬁ) Vn eN

Ex: n = 23:

529 2 23\ 2
Ty X Ty = (7> — (7> . 276 x 253 = 69828

L,=F, oxTi1+F, 1xT, L: sequéncia de Lucas; F: sequéncia
de Fibonacci; 7' =1,T, =3 Vn >3
Ex: n=0:

L9:F7XT1+F8XT2:13X1—|—21X3:13+63:76
L,=F,_s(F"+13) + F,_y(Fo+Ty) Vn>6

L: sequéncia de Lucas; F': sequéncia de Fibonacci.

Ex: n=14:

Lis = Fy(Fy + T3) + Fio(Fy + Ty) = 34(1 + 6) + 55(1 + 10) = 238 + 605 = 843

213,41+ (B3n+1)2=Tg2 VneN

Ex: n=3:
2T + 107 = Thy; 2 x 55+ 100 = 210 = 110 + 100
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z:(—l)i_1 i> =T, n impar
i=1

Ex: n=25:
(1) =1-449-16+25="T; =15

TQn_1+T2n:47’L2 Vn eN
Ex: n=8 Ti5+Tig=4-8% 120+ 136 =4 - 64 = 256
2
T2 1 1
3

2L =1 =n"+=n VneN
n2 (2 2 )
Ex: n=3:

T? 1 3\? 2025 )
Do (2214 2) s 2 =225=15
9 <2 +2>’ 9

A soma dos naturais consecutivos com n parcelas é uma PA

com a; =T, e razao R = n?

Ex: n=6, R =36, a; = T = 21. PA: (21,57,93,...)
ap=21:14+2+34+4+54+6=21

ay =57 a1 =7T+8+9+10+ 11+ 12 =57
a3 =93: a1 =13+14+15+16+ 17+ 18 =93

Numeros triangulares por recorréncia: 7T, =T, 1 +n; 1T =1
Ex:Th=T1+2=1+42=3,1T3=1T,+3=3+3=6
93| T3 = 3T (T1) + 3Tn(To)* + T3y = Tp =Ty ¥neN
Ex: n=4:
TP — 372 Ty + 30,12 + T3 =T? — T2

10°—3-102-64+3-10-6% — 6% = 10> — 62
1000 — 1800 + 1080 — 216 = 100 — 36 = 64

1 3
94| T, + T, §(7»L—1)2+§(n—1) =T? VneN
Ex: n=09:

Ty +To(32 +12) =Ty 45 +45 x 44 = 45* = 2025

17



T+ Ty =1 (mod 4), n par; T, +T,:1 =0 (mod 4), n impar
Ex:n=4:T)+715=10+15=25=1 (mod 4)
Ex:n="7 T,+T3=28+36=064=0 (mod 4)

O maior fator primo da diferenca entre dois niimeros trian-
gulares consecutivos é fator primo de 7'(n) e T'(n + 1). Portanto,
dois niimeros triangulares consecutivos jamais serao coprimos. Isto
estd em oposigao ao fato de seus indices (dois naturais consecuti-
VOs) serem sempre coprimos.
Exin=7n+1=8:

Ty =28 =22 x 7; Tg = 36 = 22 x 32

Ty — Ty =36 — 28 = 8 = 23
mdc(7,8) = 1 (coprimos); mdc(28,36) = 4 (nao coprimos)

Tup-1)r =0 (mod 4n —1) Vn,keN
Ex: n =6, k = 13: Ty =0 (mod 23)

44850

T(4n) = 4n + T(4n_1) VneN

Ex:n=2: Tg=8+1T7, 36 =8+ 28
Ex: n =7 Tog = 28 + Th7; 406 = 28 4 378

199] 2n% - T(n) = n**t +nf+2 Vn k€N
Ex: n=3,k=6:

2.35. 7y, =3"4+3% 1458 x 6 = 2187 + 6561 = 8748
100] 4n* - T, - Tjyyy = 0™ = ™2 VY keN

Ex:n="7 k=4

4.7 T Te =7 =175 9604 x 28 x 21 = 5764801 — 117649 = 5647152

2_|_n3

n
101 n-Tn:T Vn eN
2 3
Ex: n=13: 13-T13:¥;
13 % 01 — 169+2197:2366:1183.

2 2
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102] Em um tridngulo numérico, a soma parcial do nimero de

elementos por linha é dada por T},

n

U+ =142+3++(n+1) =T
=0

3
Ex:n=3 Y (I+1)=1+2+3+4=T,=10.
=0

[103] Se n =2 (mod 3) ou n =0 (mod 3), entao 27 | T3

213 9261
Ex: n=6= Ty =21 — = Z=— =343 = 73,
x: n=6=0 (mod 3): Ty o7 o

2102 9261000
tn=20= : = 210; =
Ex: n=20=2 (mod 3): Ty = 210; o7 57

= 343000 = 703,

n
Y i=T, VYneN

=1
Ex:n=6:14+24+34+44+5+6=21=71T;.

T.(T,—1)=T,1-T,,1 VneN

Ex: n=11: TH(TH — ].) = T10 X Tlg;
66 X 65 = Hd x 78 = 4290.

1106] T2 +T, =277, VneEN

Ex: n="7 T?4+T; =2Tr;
282 +28 =2Thg; 784+ 28 = 2 x 406 = 812.

107 | Ty + T +2n—3=n> VYn>3
(n—3)

Ex: n=6: T3+ Ts+9=36; 6+ 21 +9 =36 = 6%
Ex: n=8: T5+Tg + 13 = 64; 15+ 36 + 13 = 64 = 8.

1y

-1 T, T,
108 d nt = nt
<mdc(Tn, Tn+1)> (mo mdc (7T, Thi1) <mdc(Tn+1, T,

(mOd TTH—?
mdc(T41, Thi2)

3

n impar; a igualdade dos inversos modulares entre pares consecutivos de triangulares.

Ex: n="7: 17 =28, Ty = 36, Ty = 45;
mdc(36, 28) = 4, mdc(45,36) = 9.

771 (mod 9) = 4; 471 (mod 5) = 4.
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T, +Tyi1+T,9 = n'? admite infinitas solugoes inteiras, geradas
pela recorréncia nyove = 51’ +4n + 6

As solugoes (n, n') satisfazem T, + Ty 1 + Ty = n'2

Ex: (n,n') = (5,8): Ts + Ts + Tr = 15+ 21 + 28 = 64 = 8.
Ex: (n,n') = (63,79): Tys + Tos + Tgs = 2016 + 2080 + 2145 = 6241 = 792,
Ex: (n,n') = (14,19) via nyovo = 5 X 8 +4 x 54 6 = 66... proxima solugdo: (152, 188).

1
A sequéncia d,, = 3 T, -T,1 € uma PA de quarta ordem cujas

diferencas segundas A’ formam a sequéncia dos quadrados dos
naturais

d, =1, 6, 20, 50, 105, ... A%d, =9, 16, 25, 36, ...=3% 42 5%, ...
TG'T5 21 x 15 T5'T4 15 x 10
Ex: d; = = =105 ds = = = 50.
x: e 3 3 05 ds 3 3

11| (Ths1 X Tyyo) — (T x Tpgn) =n® + 20> + 2n+3  VneN

Ex: n=3 (TyxT5)— (T3 xTy)=3*+2.9+12.343;
(10 x 15) — (6 x 10) = 27 4 40,5 + 19,5 + 3 = 90.

1
A sequéncia e, = 3 (Thi1 - Thyo — Ty, - Thy1) tem diferenga A for-

mando a sequéncia dos quadrados dos naturais

e, =5, 14, 30, 55, 91, ... Ae, =9, 16, 25, 36, ... =32 4% 5% ...
2
n“+3n+4
Tn+Tn+2_Tn+1 = —2 VneN
36 +18+4

Ex:n:6:T6+T8—T7= 9 5

o8
21+36—28:7:29.

Ty Thio  n*+43n

¥neN

n+1 2

TQ'T4 3 x 10 446
Ex: n=2: = =5=—.
X: n T, 5 ) 5

T - T 4+ 24
Ex: n=28 =8 10:36X55:44:6+ .

Ty 45 2

15| T, + T, 1 +2n+1=(n+1)?2 VneN

Ex: n=13: Tyz+ Tip + 27 = 14%; 91 + 78 + 27 = 196 = 142
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116| Top1 +Ton + 1 —n?+3n+1=(n+13 VYneN
Ex: n=4: Ty + Ty + 64 — 16 + 12 4+ 1 = 5%;

28 4+ 36 + 61 = 125 = 5°.

n?+2n n?+3n
7] Y T(ky= > T(k) VYneN
k=n?2+n—1 k=n2+2n+1
Ex: n=23:

Ty +To+Tis+Tu+Ts =Te+ T +Tis
66+ 78 +91 + 105+ 120 = 136 + 153 + 171 = 460.

To, + Topiq = (2’/1 + 1)2 Vn eN

A soma de dois triangulares consecutivos de indices par e impar é sempre um quadrado
perfeito fmpar.

Ex: n=5 Tio+ Ty = 112; 55 + 66 = 121 = 112,

119 T, +2n+T, 1 +1=(n+1)? VneN

Ex:n=T T, +14+Ts+1=8%28+14+21+1 =064 =82
Ex: n=13: T13—|—26+T12+1:142; 91 +26+ 78+ 1 =196 = 142.

120/ T, + (2n—1)+T, 1 +2=(n+1? VneN

Ex: n=17 Ti7 + 33+ Tis +2 = 182 153 + 33 + 136 + 2 = 324 = 182

BT, +1)(n+1)=1 (mod 3T},;; +1) VneN

Ex: n=6: (3T12+1)(7) =1 (mod 3713+ 1);

1645 -1

235 x 7=1645=1 (mod 274); 571

6. v

- 1
Zﬂzén(n+1)(n+2) VneN
i=1

A soma dos primeiros n ntimeros triangulares é o nimero tetraédrico de ordem n.

Tx8x9
Ex:n—T 14+34+6+10+15+21+28 =+ 2°%7 gy
9% 10 x 11
Exi n=9: 1+3+6+10+15+21+28+30+45 = ———— = 165.
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1 2 —1 1
123 ZTizn(n—i_ E)i(n—i_ )—(k )/g(k:—l— ) n —k+ 1 termos

Ex: k=6, n =13, 8 termos:
13x14x15 Hx6x7

Tyt Tot o+ Tpy = . o =455 — 35 = 420.
. , 2k +1)¥ — 1
(2k+1)% =1 (mod 8) Vk,jEN, e ( 8) é sempre um
nimero triangular
Ex: k=6, j = 2: 13* = 28561; 28561 = 1 (mod 8); 2856% — 3570 = Tk,

125| 2T g+ T(n = 2) = (20— 1)° = 2n + 1)’ + (5n)*  Vn =5
Ex: n=6: 275+ 7 x 4 = 113 — 13% + 30%;

6+ 28 = —866 + 900 = 34. v
Ex: n=T: 273+ 7 x 5 =13% — 15% + 35%;

12435 = =866 +---; 47 =2197 — 3375+ 1225 =47. V
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